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Einteilung. 


I. Teil: Zusammenstellung der zu Grunde liegenden 
Prinzipien. 
1. Die algebraische Zahl und die Zahlkörper. 


2. Basis eines algebraischen Zahlkörpers. Diskriminanten. 
3. Die Minimalbasis und die Körperdiskriminante. 
II. Teil: Bestimmung der Körperdiskriminante in einem 
quadratischen Zahlkörper. 


III. Teil: Bestimmung der Körperdiskriminante in einem 
kubischen Zahlkörper. 
1 


. Woronojs Methode zur Bestimmung der Minimalbasis und 
Körperdiskriminante. 


. Der kubische Zahlkörper. 
Die Körperdiskriminante teilbar durch die Primzahl p >3.. 
Die Körperdiskriminante teilbar durch die Primzahl 2. 


Die Körperdiskriminante teilbar durch die Primzahl 3. 
Beispiele. 
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Einleitung. 


Das Problem der Bestimmung der Diskriminante 
des kubischen Körpers ist zum ersten Male von Woronoj 
behandelt worden in der Abhandlung: „Über die ganzen 
algebraischen Zahlen, die von einer Wurzel der Gleichung 
dritten Grades abhängen.“ St. Petersburg 1894. Durch 
die Auflösung der Kongruenz <® — rc —s=0 (mod p) 
findet er die Minimalbasis ®ı, ®, ® und daraus die 
Körperdiskriminante. In. der vorliegenden Arbeit wird 
nun die Körperdiskriminante direkt bestimmt. Es wird 
der Satz benutzt, dass die Körperdiskriminante stets ein 
Teiler der Diskriminante der Gleichung ist, die den 
Körper definiert und sich von dieser Gleichungsdiskri- 
minante nur um einen quadratischen Faktor unterscheidet, 
und es wird untersucht, ob eine Primzahl p in diesem 
Faktor aufgeht oder nieht. Im ersten Teile werden die 
zur Verwendung kommenden fundamentalen Begriffe der 
Theorie des algebraischen Zahlkörpers dargestellt und 
zwar in der Gestalt, wie sie Prof. Weber im 2. Bande 
der Algebra (IV. Buch) gegeben hat. Hieran schliesst 
sich die Bestimmung der Diskriminante des quadratischen 


Ziahlkörpers von Dedekind. 


F2 


ERSTER TEIL. 


Zusammenstellung der zu Grunde liegenden 
Prinzipien. 


I. Die algebraische Zahl und die Zahlkörper. 


Eine Zahl ®, die einer rationalen Gleichung 
(Vai) ET: Pe 
genügt, heisst eine algebraische Zahl. Ist n der Grad 
dieser Gleichung, so heisst n der Grad von ©. Es wird 
vorausgesetzt, dass (©) die Gleichung niedrigsten Grades 
bezeichnet, der ® genügt, dass also f(®) irreduzibel sei, 
d.h. dass es keine Doppelwurzel besitzt und deshalb die 
Grleichungsdiskriminante nicht verschwindet. Sind die 
Koeffizienten der Gleichung (1), a &....&n ganze 
rationale Zahlen, so ist © eine ganze algebraische Zahl. 
Über die ganzen algebraischen Zahlen gelten die fol- 

genden Sätze }): 

a) Eine ganze algebraische Zahl, die zugleich rational 
ist, ist notwendig eine ganze rationale Zahl. 

B) Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer 
Zahlen sind wieder ganze Zahlen; 

x) Jede algebraische Zahl & lässt sich dureh Multi- 
plikation mit einer natürlichen Zahl in eine ganze 
algebraische Zahl verwandeln. 

Die Theorie der algebraischen Zahlen stützt sich 
auf den fundamentalen Begriff des Zahlkörpers. Ein 


I) Weber, Algebra, 2. Band, IV. Buch, S 149. 


Se 


System von Zahlen wird ein Zahlkörper genannt, wenn 
es so in sich vollendet und abgeschlossen ist, dass die 
vier fundamentalen Rechenoperationen, die Addition, die 
Subtraktion, die Multiplikation und die Division, aus- 
geführt mit irgend welchen Zahlen des Systems, aus- 
genommen die Division durch Null, immer auf Zahlen 
führen, die demselben System angehören ?). Sind die 
Zahlen des Körpers algebraische Zahlen, so heisst der 
Körper ein algebraischer Zahlkörper & (0). 8 heisst die 
den Körper definierende Zahl, ihr Grad der Grad des 
Körpers. Der einzige Körper ersten Grades ist der 
Körper der rationalen Zahlen. Alle übrigen Körper 
enthalten diesen Körper als Teiler. Ist n der Grad von ı 
8, so heissen 8, 8”. ... 00-D die zu 8 konjugierten | 
Zahlen. Jede Zahl des Körpers lässt sich eindeutig in 
der Form darstellen: 
oe=hı #+h89 +h30°?+.... h, M1 
wo die h,, Na....h„ rationale Zahlen sind. Die zu W 
konjugierten Zahlen sind: 
oa =hı +h,9’ +39”? +....h19 aD 
e’—h tb 8’ +19 +....1,970V 


seien + h, 8 m OREDEE nr 

Eine symmetrische Funktion der konjugierten Zahlen 
ist eine rationale Zahl. Unter den symmetrischen Funk- 
tionen sind zwei von besonderer Wichtigkeit, die Summe 
und das Produkt, von denen die erste die Spur, die 
zweite die Norm genannt wird. Man bezeichnet die 
beiden Zahlen durch S(®) und N (9). 
s)=0+9+B”7+....0m-)— a 
N(0)=8.9.0”...,On-D — (—])n 2. 


>) Weber, Algebra, 1. Band, 3. Buch, $ 146. 


Über die Spur und die Norm gelten folgende Sätze: 
a) Die Summe oder Differenz zweier Spuren ist gleich 
der Spur der Summe oder Differenz 
S(0)+S(0)—=S(0ı+®); 
3) Das Produkt zweier Normen ist gleich der Norm 
des Produktes 
N(o,).N(0)=N(v, .®,) 

(Ganz ähnliche Sätze gelten offenbar auch für die 
(uotienten. Wenn ® eine rationale Zahl ist, so sind die 
n konjugierten Zahlen mit ® identisch, und es ist daher 
DO) —D.® 
N(o) = 02 


2. Basis eines algebraischen Zahlkörpers. 
Diskriminanten °). 
Es sei 
(1), KO u un a0 
die irreduzible Gleichung n!®" Grades, die den algebrai- 
schen Körper (0) definiert. Der Körper % ist dann 
der Inbegriff aller Zahlen von der Form 
Dr neh Ua ei, Oepes ne, Ome 
worin h,, Bo....hn rationale Zahlen sind. Die Zahl 0, 
die dem Körper auch angehört, ist nur dann in der 
Form (2) enthalten, wenn 
,=b=-=b=....n=0 
ist. Da die Gleichung 
Bat ,0+...., MO 
nur bestehen kann, wenn alle h = 0 sind, so heissen 
die n Zahlen 1, 6, ©8?.... O”=1 voneinander linear un- 
abhängig. Betrachten wir ein beliebiges System von 
- n Zahlen 





3) Weber, Algebra II. 4, S 161, 


ee 


3) a=hı+ha19+.... hi 
0 —= hı2 +h229 + .... Dn2 "=! 


ar le et 


so sind die n Zahlen ®ı, ®, ®3..... @, nur dann von- 
einander linear unabhängig, wenn die Determinante 


(4) hir casa 


hıa ha... Eins 
H = 1 


Din ho, ee Di 


von Null verschieden ist. Eliminieren wir aus den 
Gleichungen (2) und (3) die Potenzen von ®, so ergibt 
sich eine Beziehung von der Form 

5) e=kıwm1 +kew+....Knkn 


In dieser Form kann man also jede Zahl des Kör- 
pers darstellen. Ein solches System von Zahlen wie 
IE I 
nennt man eine Basis des Körpers. Eine solche Basis 
bilden auch die Potenzen von ©. 
Bezeichnet man mit ®rı, ®r2....@rn die mit ®; 
konjugierten Zahlen, so ist das Determinantenquadrat 
NE ie, 24 


W214 WIE aa 


Se \(oı RR On) 


ni On2.:..0®ın 


eine symmetrische ‘Funktion der konjugierten Werte 
8:, &.... 0, und ist folglich eine rationale Zahl. 
Diese Zahl heisst die Diskriminante des Systems 


A COM 


01, @2,....@n. So ist die Diskriminante des Systems 
Ne Ba FEN ea 


gleich der Diskriminante der Gleichung 
f[O)=- MR HAM... a0 


Diese Zahl ist also sicher wegen der Irreduzibilität 
von f(®) von Null verschieden. 


Nun ist nach dem Multiplikationssatz der Determi- 
nanten, wenn man (3) und (4) berücksichtigt 


Se. ne ri. Te I Ha 2 
©0231 @22 ... O2n heı he2... hen menu 
also 


A (01...) = H?A EN ar... HRzE) 


Hieraus folet: 1) dass die Diskriminante einer 
Basis immer von Null verschieden ist; 2) dass die 
Diskriminante aller Basen des Körpers stets dasselbe 
Vorzeichen haben; 3) dass, da H eine rationale Zahl 
ist, das Verhältnis der Diskriminanten verschiedener 
Basen des Körpers das Quadrat einer rationalen Zahl 
ist; 4) dass irgend ein System von n Zahlen des Kör- 
pers immer dann eine Basis des Körpers ist, wenn das 
Determinantenquadrat H? nicht verschwindet. 


D&D 


a - 


3. Die Minimalbasis und die Körperdiskriminante ?). 
Ist 
0, Wal bn 
eine Basis des Körpers, so ist 
C1ı 81, 62 02 .... Cn %n 
auch eine Basis, denn es ist 
A (C1 01, a0 2,0, On) ei Wen (01 @2 ... ®n) 


Da nun jede algebraische Zahl durch Multiplikation 
mit einer rationalen Zahl in eine ganze rationale Zahl 
verwandelt werden kann, so gibt es also Basen in ®, 
deren Elemente lauter ganze Zahlen sind. Die Diskri- 
minante einer solchen Basis ist eine ganze rationale Zahl, 
die von Null verschieden ist. Diese Zahl ändert sich, 
wenn eine andere ganzzahlige Basis gewählt wird. Sie 
behält aber für denselben Körper dasselbe Vorzeichen. 

Fs leuchtet nun ein, dass unter allen Basen des 
Körpers, welche aus lauter ganzen Zahlen bestehen und 
deren Diskriminanten folelich ganze rationale, von Null 
verschiedene Zahlen sind, auch mindestens eine solche 
Basis existieren muss, deren Diskriminante A, absolut 
genommen, ein Minimum ist. Diese kleinste Diskrimi- 
nante A heisst die Körperdiskriminante oder auch 
wegen ihrer grossen Wichtigkeit die Grundzahl des 
Körpers 2. Es gibt immer eine aus ganzen Zahlen 


1 WIR Er. 


bestehende Basis von %, deren Diskriminante = A ist. 
Eine solche Basis heisst eine Minimalbasis. 

Die grosse Wichtigkeit der Minimalbasis und der 
Körperdiskriminante ergibt sich sofort aus folgendem 
Satz : 





+) Weber, Algebra II. 4, $ 12. 


f7 


„Wenn 1 222. On 

eine Minimalbasis ist, so sind in der Form 

2 oki Hk Fr, Kn in 
alle ganzen Zahlen des Körpers @ enthalten, wo 
Kı, ke.... kn ganze rationale Zahlen sind.“ 

Beweis: Da wı, ®....o,„ eine Basis des Kör- 
pers ist, so können alle Zahlen in der Form (2) dar- 
gestellt werden, wenn man für die kı ka... kn rationale - 
Brüche zulässt. Wir nehmen an, es sei eine ganze Zahl 
in der Form darstellbar | 

8) o= kw+tkw+t....kn®n 
k 
worin kı, k2....k„n ganze rationale Zahlen sind, die 
nieht alle mit k denselben gemeinsamen Teiler haben. 
Man kann k auch als eine Primzahl annehmen, durch 
die nicht alle kı, k2z.... kn teilbar sind. Es sei 
k = pk’ und kı sei durch p nicht teilbar; dann lässt 
sich die ganze rationale Zahl 1 so bestimmen, dass 
lkı =1 (mod p) 
wird. Es folgt dann aus (3) 











(4) 9 a a 1 a RL 
1% 
1 + Ike Br. Ekr on = 1” 
P 


und oı’ ist ebenfalls eine ganze algebraische Zahl. 
Setzen wir 


(5) Dry = W3 


on za0n, 
so bilden die Zahlen 
WE, Ein? 
eine ganzzahlige Basis von 2, weil sich alle Zahlen ® 
linear durch oı’, ©9°... @n’ ausdrücken lassen. Dann folgt: 


“ = 1» = 


_ 


1 2 

(6), A (a ee p8 AMdıı, Os END) 
Die Diskriminante A (w1’, we’ ..... on) ist also 
kleiner als A(wı, ®....@®n). Dies widerspricht der 


Annahme, dass wı, ®....@„ eine Minimalbasis sei. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Wie wichtig die Körperdiskriminante für die Theorie 
der algebraischen Zahlen ist, will ich noch durch An- 
führen einiger Sätze andeuten. So hat Dedekind den 
Satz bewiesen: Die Diskriminante des Zahlkörpers ent- 
hält alle und nur diejenigen Primzahlen als Faktoren, 
welche durch das Quadrat eines Primideals teilbar sind. 

Wie Minko wskyy_ gezeigt hat, besteht der für die 
Bestimmung der Klassenanzahl fundamentale Satz: „In 
jeder Idealklasse gibt es ein Ideal, dessen Norm die 
absolut genommene (@uadratwurzel aus der Körper- 
diskriminante nicht übersteigt.“ Um die Klassenanzahl 
mittels dieses Satzes zu bestimmen, braucht man nur 
alle Ideale des vorgelegten Körpers in Betracht zu ziehen, 
deren Normen = VA sind und die unter ihnen vor- 
handenen Äquivalenzen bestimmen. 

Ist A die Körperdiskriminante, © die den Körper 
definierende Zahl, D die Gleichungsdiskriminante, so ist, 
wenn D keinen Quadratfaktor enthält, D=A. Wenn 
aber D einen Quadratfaktor enthält, dann bietet die 
Bestimmung einer Minimalbasis und der Körperdiskri- 
minante in dem allgemeinen Fall grosse Schwierigkeit. 
In dem Falle des quadratischen Zahlkörpers ist die Be- 
stimmung noch ziemlich einfach. Ich führe in folgendem 
diese Bestimmung durch, wie sie Dedekind gegeben 
hat, um dann zu meiner Aufgabe, der Bestimmung der 
Körperdiskriminante im kubischen Zahlkörper, zu kommen. 


LE 


ZWEITER TEIL. 


Bestimmung der Körperdiskriminante im 
quadratischen Zahlkörper ’). 


Der quadratische Zahlkörper wird definiert durch 
die Gleichung 
DENT BEN b0 
Die Wurzel © dieser Gleichung ist 
2) 9=—-a+Va—ıb 


9 


ud 





Setzt man 

vPrznm=ßyva 
wo d keinen quadratischen Faktor enthält und auch 
nicht gleich + 1. ist, so lässt sich jede Wurzel der 
Gleichung (1) in der Form darstellen 

3) 9=r+svi, 

wo runds rationale Zahlen sind, von denen die letztere 
nicht verschwindet. Alle Zahlen des quadratischen Kör- 
pers sind dann von der Form 


oe=a+ß9=-t+uVYd=x+tyVD, 
Z 





wo x, Y, z ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler bedeuten, von denen die letzte z positiv ist. 


5) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie. Supplement XI. 


N Ey Be 


Soll nın » eine ganze Zahl sein, so muss auch die 
konjugierte Zahl 





Vv—_-x—yVd 
Z 


ganz sein, also auch 


o+0=2x und 
Z 





0.0 =x? — dy° 
72 





und umgekehrt: Ist dies der Fall, so ist © als Wurzel 
der Gleichung 


Kurze + Br 1J: = 
Z za 

eine ganze Zahl. Enthält z eine Primzahl p ) 2 als 
Faktor, so muss auch x diesen Faktor p enthalten; 
ferner muss dann p? in x’ —dy” aufgehen, und da p? 
in x? enthalten ist, d aber keinen quadratischen Faktor 
enthält, muss y durch p teilbar sein. Wären x und z 
durch 2 teilbar, so würde ebenso folgen, dass y durch 2 
teilbar sein müsste. Dies widerspricht aber der Voraus- 
setzung, dass x, y, z ohne gemeinschaftlichen Teiler sind, 
also muss p=1 sein. Da nun z und x relative Prim- 
zahlen sind und z in 2x aufgeht, muss z=1oderz—= 2 
sein. Es ist noch zu untersuchen, wann der zweite 
Fall möglich ist. Ist z= 2, so ist x ungerade, also 
x’=1 (mod 4); da ferner x®— dy? durch 2? = 4 teilbar 
ist, so ist dy°=1 (mod 4); also sind d und y ungerade, 
also auch 

1 (mod #) 

1 (mod 4) 


1 


y? 
d 


I 


Pe ] > e 


Diese letzte Bedingung ist erforderlich, damit der 
Fall z= 2 eintreten kann; und umgekehrt, wenn 
d=1 (mod #), so ist jede Zahl 


x+yVd, 
2. 





in welcher x, y beide ungerade sind, ganz. Da zu 
diesen Zahlen noch alle diejenigen hinzukommen, in 
welchen z=1 ist, so besteht das System aller ganzen 
Zahlen des Körpers in diesem Falle aus allen Zahlen 
von der Form | 

xtyi+Vd 


> 


Die Minimalbasıs ist also in diesem Fall 


1 I+Va 
2 





und die Körperdiskriminante 


1 DER URN 
> 


ee == (| 


1 ENDE 
2 





Ist aber d=3, oder d=2 (mod 4), so muss z— | 

sein, alle Zahlen des Körpers sind von der Form 
x eV v8 
Die Minimalbasis ist in diesem Fall 
N 
und die Körperdiskriminanie 
Ba 5) 

1 Lad 
1 =. 


A= 


a En 


Die Körperdiskriminante A im quadratischen Körper 
ist also durch folgendes einfache Resultat bestimmt: 
Ist | 


d=1 (mod 4) 
so ist 
A 
Ist 
d=2, oder d=3 (mod 4) 
so ist 


N 


‘wo d das Produkt aller in der Gleichungsdiskriminante 
a’— 4b nur zur ersten Potenz aufgehenden Primfak- 
toren Ist. 


DRITTER TEIL. 


Bestimmung der Körperdiskriminante in einem 
kubischen Zahlkörper. | 


l. Woronojs Methode zur Bestimmung der Minimalbasis 
und der Körperdiskriminante °). 


Worono) gründet seine Methode auf die Auflösung 
der Kongruenz 
89 — z8 —x=0 (mod p) 
Er kommt zu folgendem Resultat: Alle ganzen Zahlen, 
die von einer Wurzel der irreduzibeln Gleichung 
9 —_ 7,8 _-x=0 
abhängig sind, sind darstellbar in der Form 


I a zer 


NG; 
Ö 0205 





A, A’, A” sind willkürliche ganze rationale Zahlen. 
< ist die gemeinsame Lösung der beiden Kongruenzen 
3-29 x=0 (modR’er) 
382 —z=0 (mod 3? o) 
s ist die grösste ganze Zahl, für welche diese Kongruenzen 
6) Woronoj: „Über die ganzen algebraischen Zahlen, die 


von einer Wurzel der Gleichung dritten Grades abhängen. In 
russischer Sprache erschienen in St. Petersburg, 1894. 


ine et 


oleiehzeitig möglich sind. Ist d die grösste ganze Zahl 
für welche die Kongruenzen 


z=0 (mod d?) 
x=0 (mod d?) 
möglich sind, so ist 9—=3d oder 9% = d, je nachdem die 
Kongruenzen 
a | 
ie 3 (moi 9) 
d? 


p=t (' us (mod 27) 


lösbar sind oder 
handlung werden 


nicht. In der Woronoj'schen Ab- 
die Grössen 9, °, & gefunden und be- 
alle ganzen Zahlen in der Form (1) dar- 
die Minimalbasis ist 


wiesen, dass 
stellbar sind, 








eh 
be: mean 


Ö 02 


und die Körperdiskriminante stellt sich in der Form dar 

















2) |1-&+8 82-2488 +6®[° 
SU HR, 0° 0 
Pe ae BERN EHE 
” MEY 9%5 
1 —5 +9 e2 — 7 L€.H974 972 
nasy ln A 
1.94 1 00R 
1 n 1 
- aa oe 
ı, 07 8972 
Ist z. B. der Körper definiert durch die Gleichung 


0+330—-47=0, 


so ist die Gleichungsdiskriminante D= — 3°.3 1. 


Die Kongruenzen 
—33=0 (mod d’) 
47=0 (mod d?) 
haben die gemeinsame Lösung d=1. 
Nun ist 
—33=3 (mod 9) 
47 = —(1-F83 3) (mod 27) 
Alsorist 8 
Da nach’(2) D durcn-o°= 8%teilbar ist, Kann o, da 
es quadratischer Faktor von D ist, nur noch = 1 oder 
— 3 Sein. 
Die Kongruenzen 
054330 —47=0 (mod 3°, 3) 
30°2+33=0 (mod 3°. 3) 
haben die gemeinsame Lösung 
g=--4 (mod 9) 


Also ist =3 und die 





Körperdiskriminante 
1: 1 
A = 1 \ mo ‘ 8 J : =— R ik 
ser Dina 89808 


2. Der kubische Zahlkörper. 


Der kubische Körper ist definiert durch die Gleichung 
1) +9? +Rk0O+h—=0 
Da aber jede kubische Gleichung auf die Form ge- 
bracht werden kann: 
0) ® —-29-x—0 
kann jeder kubische Körper durch eine Gleichung (2) 
definiert werden. 
Wir bilden die Diskriminante dieser Gleichung. 


EN. 


Es ist 9 —=-xXO+X 
S(0)=0 
Ss (OR 50) = 3x 
9(9°—2)=x 
0°? (92 — 2) =x?° 
9? —=o 
o(— zZ =x’ 
F— 2272 + —x?—0 
SONLZ 
Oi BL SH 
SI zen 


Die Diskriminante von (2) ist 


1.89. Hu2 
De 0, 9?) —-|ı 9 69° —— 
DI 
Sl). SWNE 2 (92 BEN 2 
SD, (Be. SL Er 
Sehen les ns 27 Fo 


—= 4 79 273° 

Wir zerlegen nun die Diskriminante D in quadratische 

und lineare Faktoren. 
BED ver 
v” ist die grösste in D enthaltene Quadratzahl. 

Die Diskriminante D der kubischen Gleichung ist, 
wie im ersten Teil gezeigt worden ist, durch die Körper- 
diskriminante A teilbar, und der Quotient ist ein Quadrat. 

a ee 

D ist durch kein Quadrat teilbar. Also muss A 
durch ® teilbar sein, und der Quotient ist wieder ein 
(Juadrat. i 

(5) Be = N also 
(6) “Zr. 


. 


Es kommt alles darauf an, A zu bestimmen. Wir werden 
also untersuchen, wann die Primzahl p, wenn sie in y 
‚ aufgeht, in-A enthalten ist und wann nicht. Wir unter- 
scheiden dabei folgende Fälle: 


1),, P121 3 
2 Ip = 2 
Betn 3 


Da wir in den folgenden Ausführungen öfters zu 
bestimmen haben werden, wann eine Zahl 
n=a+ß8+70° 
algebraisch ganz ist, und zu diesem Zwecke untersuchen 
müssen, ob die Koeffizienten der Gleichung, der diese 
Zahl genügt, rational ganz sind, so wollen wir hier gleich 
die Gleichung bestimmen, deren Wurzel die Zahl 
n=a+B0+37,9 
ist. Wir setzen 
u 3,0 
8 — 1 let 1aR9 4,08 
n&®=ßx+t(ix+ß2)8 +(a+yz)d° 


een: ' 
el zn m 
Bx x+Bßz a+tYz—n 


A re a a 
fn)=f(0)+nf’(0) 
MeBaer an 
(MN) A=f’(0) | 














A®—f(0) 
(6) A a .+Y%Z, P u \ 
x+ßz, a+Yz Br atyz 
Jay 3 VER: 
“X. A+7\Zz 3Ys+ßz, a +1Z 











(9) ap \ 
A) oz B 
Bx x+tßz a+tyz 
Wir gehen nun zu dem ersten Teil unserer Unter- 
suchungen über, zu dem Fall, wo die Gleichungsdiskrimi- 
nante teilbar ist durch die Primzahl p ) 3. 


3. Die Primzahl p ) 3. 


Wir unterscheiden 
I. x nicht teilbar durch p 
Il. x teilbar durch p 
®—_ 78 —x—o 
I. Geht ein Primteiler p von D=y”’® nicht in x 
auf, so ist 3z quadratischer Rest von p, denn es ist 
A 
. a2 — 3 Bar =y 39 


2 . :, 
= „3. (2) re 





27 (2 2)2 

oder 32 22° - OR 3,98 
(3) u (> ut, 

% a zu l2 


Es bestehen also die beiden Kongruenzen 

(29° 822 7 (modıp“ \, 
wo x irgend ein positiver Eixponent ist und 

(#) &@2=3z2 (mod p”) 

Wir benutzen die Kongruenz 
(2) 185% — z=0 (mod p”) 

Diese Kongruenz ist für jedes x lösbar. 

Nach einigem Rechnen ergibt sich leicht die Idendität 
4) TE —-zE x) —zErg)> 

72.D+ß@8&— 2)? —32(38°— 2)? 


LE 


Ist nun y teilbar durch p”, y?. ® durch p?" (oder 
durch p?”+!, wenn p in ® aufgeht), so nehmen wir 
382 —z teilbar durch eine genügend hohe Potenz (p” 
oder p” +!) dann ist 

Bee Ar 
teilbar durch p?” oder p’" +1, aber nicht durch eine 
höhere Potenz. Dass 
5) 8 —-z&—-x=0(modp”) 
ist, kann man annehmen, denn wäre 
(6). 2—-z5+x=0 (mod'p?) 
so brauchte man nur & in —& zu verwandeln und er- 
hielte aus (5) 
— 59-278) +x2=0 mod p"), 
also die Kongruenz (6). 
Setzt man 
M) n=-282+095+ 0 
so ist diese Zahl durch p” teilbar, 
Beweis: Die Spur von 7 
S)=ı1+n+®Rr=2@—3%) 
ist teilbar durch eine beliebige Potenz von p.(p” oder 
p"+t). 
A=-S)-rnntin tn 
52 -—- 2% +32 — 28 —x) 
ist teilbar durch p?" oder p?" +1, 
Die Norm von 7 
NM nnn= 
(Ber) 38 (gasayle! _7 0) 


ist teilbar durch p?" oder p?" +, 


Setzt man nun 
= pt — 2854084 0° 
und bildet die Differenzenprodukte 
(nn — N) (en — Ne) Mı — ne) = 
p?” (0° — 91’) (8°. — 89’) (dı — 9%’) 

so ergibt sich | 
p?* (8° — Bı’) (8 — 9’) (O1 — 9’) 
(8 — 81) (d — ®s) (Bd — 2) (2° — 22 — x) 
Es ist 

( —- 9) —-) (AH — &)=yVD 

(9 —9’)( — Or) (Or BN)— yyDd 


Setzt man diese Werte in (8) ein, so erhält man 


\ 


(8) 


a 


n e » 
pP v—=l& —zE— x).y, 


oder da y=Yyı.p” (wo yı nicht mehr dureh p teilbar 


ist) so ist 
P"y=(@—25—x)yı.pf 
(9) pP" y(& IzE2.x)yı 
y’ ist nicht mehr durch p teilbar, wenn ® nicht durch 
p teilbar ist, oder durch p!, wenn ® durch p teilbar ist. 
Aus (9) folgt 


E3 E, 
, ein 
oa a ne 
y?.D ist dureh die Körperdiskriminante A teilbar, also 


TED EIS 
(12) Ay an R 
1) Geht also p nicht in ® auf, so geht: es auch 

nicht in y’, also auch nicht in A auf. Wir erhalten also 
als erstes Resultat: Ist x nicht durch p teilbar und 
geht p zu einer geraden Potenz in der Gleichungsdis- 
kriminante auf, so ist p nicht in die Körperdiskrimi- 
nante aufzunehmen. 


Fr 


Te 29 won: 


2). Geht p in D auf, so bilden wir die Gleichung 
für 9’ 
(18) 9’? —ie 9’? #21 9’ 0 
Der Koeffizient 


ist teilbar durch p. 


Ne) — 25-3882 - 2) —zi—x) 


Br 
pP 





ist teilbar durch p?, und 


/ "09 \OQO fh r: ne 
ER ae 
DU SICH) nee 2 SE un 





ist teilbar durch p, aber nicht durch D- 
Bringt man die Gleichung (13) auf die Form 
(14) Zt —xi=v, 


D) 
Su 
so sieht'man, da 2’ = #7 + 21’ 
er | 
X = + 216 — xı’, dass duch 


27 
die Koeffizienten | 
z durch p, nicht durch p? 
x’ durch p? teilbar sind. 

Wir haben also hier den Fall, dass der Koeffizient 
des linearen Gliedes durch p, das absolute Glied durch 
p° teilbar ist. Diesen Fall haben wir erst in dem nächsten 
Abschnitt zu untersuchen. 

II. x teilbar durch p. 

Über die in x aufgehenden Primzahlen gilt ein Satz 
von Dedekind”), den wir jetzt ableiten‘ wollen: Ist 

”) Dedekind: „Über die Diskriminanten endlicher Körper.“ 


Abhandlungen der Könidtich! Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen, 1882. 


RER 19337.) N = 


01, ®09....0n eine Minimalbasis des Körpers, so kann 
man durch diese Basis alle ganzen Zahlen des Körpers 
darstellen, also auch 1, , 82... . On=1, 


!’ -31ı% 12% +...731n0, 
O ° = 110 +4a223W +.... An On 


elle 9 2, + Ang Wa T -... Ann On; 
dann ist, wie im ersten Teil gezeigt worden ist, 
ap WA rn 2 


a9 1 4922....49n 


alı,u 7 70 er 2 A(wı © ...0n) 


Anl An?2.:-..Ann 


A(0] ®....@®„) ist die Körperdiskriminante A, also 


1. 0er % Ir an. 
1 Q, N 9:9 L a2 1 429 u Er Ver | d2n 

ö =—— : : n ’ A 
B R 24 Ä ; j 
| ni RC BiE Anl An2 +... Ann 


Die Determinante 


ER 


wird der „Index der Zahl 8“ genannt. Jede im Index 
der Zahl 8 aufgehende Primzahl p heisst ein „aüsser- 
wesentlicher Teiler“ der Diskriminante im Gegensatz zu 
den in der Grundzahl aufgehenden „wesentlichen Teilern“. 
Über die im Index der Zahl ® aufgehenden Teiler - gilt 


der der Satz’): „Ist die aus. lauter ganzen rationalen 
Zahlen ars gebildete Determinante 


All 912. ...Aln 
a1 2 don 
An L An? Biel: Ann 
teilbar durch p, so kann man n Zahlen xı , X2....Xn; 


die nicht alle durch p teilbar sind, so wählen, dass die n 
Koongruenzen erfüllt werden | 
a1 y.Xn + aa SR EI) 


a9 1 N Hi aXoı tr Aa Xn = 0 
| mod p 


Anı X1 + An2 Xa + Ruann Rn =) 


Der Satz leuchtet von selbst ein, wenn alle ars durch 
p teilbar sind. Im entgegengesetzten Falle wird es eine 
Unterdeterminante A’ vom höchsten Grade m { n geben, 
welche nicht durch p teilbar ist, wir dürfen annehmen, 
es sei dies 


all d12 2... Alm 

a2 1 422 0... d2n 
Ai | 

Am Am?2 *«. + dmm 


Dann genügt man den obenstehenden Kongruenzen da- 
durch, dass man 

Xm+2=0, Xm+3=0,....Xn = 0 ENEIH 
setzt und für X, X2....Xm-+ı die Koeffizienten. setzt, 
mit welchen die unbestimmten Grössen Ul, U2.... Um, 
Um+ı in die Determinante 


a1 412...» dm, d’m-] 
a9 1 a2 2 0... A2m a2,m+1 


Am Am? on. Amm a 
EEE RE 
multipliziert sind, denn diese Determinante 
U:X + Veit ..:- Un Ant Um+ı int: 
wird nach unserer. Annahme, dass A’ die Determinante 


höchsten Grades ist, die nicht durch p teilbar ist, immer 
eine durch p teilbare Zahl, sobald 

U) = &ı1, U: = &a2:... Um = Arm; Um+ı = u,m+1 
gesetzt wird: Da xm+ı = A’ nicht durch p teilbar ist, 
so ist der Satz bewiesen. 

Geht also p im Index von ©, in %, auf, so kann 
man in unserem Falle, wo n=3 ist die Kongruenzen 
lösen: 

aArı Xı + 2 X2 + Ars X3 = 0 (mod p), 
und da 1, 6, 8° ganze Zahlen sind, auch die Kongruenz 
«+88 +79?=0 (mod p). 

Es gibt also in diesem Falle eine Zahl 

a 

P 

welche ganz ist, ohne dass die Koeffizienten «a, 3, y alle 
drei durch p teilbar sind. Kann man also eine solche 
Zahl n finden, so geht p mindestens zur ersten Potenz 
in x auf. Es gilt auch das Umgekehrte: Wenn p in 2 
aufgeht, so kanrı man die Koeffizienten a, 8, x, die nicht 
alle durch p teilbar sind, so bestimmen, dass die Zahl 
= a+Bß8+709° 
Sr Eon ame 





Se 
ganz wird. Der Satz hat auch Gültigkeit für p = 2 
unten = 3. 
1) Es sei x nun durch p, nicht durch p? teilbar. 
In diesem Falle ist 8° nicht = 0 (mod p) weil N C) 
X | 
—= —, keine ganze Zahl ist. 
p 
Dann ist auch, wie man aus 
„D=42°— 273° 


ersjeht, z durch p teilbar, y ist durch p, nicht durch p? 
teilbar. ® ist durch p nicht teilbar. Ist nun 


n=a+ß0+70 
durch p teilbar, so folgt zunächst aus 
S(m)=3a+2jz, 


dass @ durch p teilbar sein muss; also muss 


B8+762 
durch p teilbar sein, also auch 
82 +7 0° 
Da nun 
#=7z8+x 


durch p teilbar ist, muss 8 0° durch p teilbar sein, und 
da 8? nicht =0 (mod p), muss B durch p teilbar sein und 
folglich auch 7. Die Zahl 
a+ß8® +79? 
q p 

ist nicht ganz (ausser wenn &, ß, y durch p teilbar sind). 
Folglich ist x nicht durch p teilbar, also ist A durch p, 
nicht durch p? teilbar. 

Resultat: Ist x teilbar durch p, nicht dureh p, 
so geht p in X einfach auf. 


BEE 1) - nen 


2) Es sei x durch p? teilbar, z mindestens durch p. 
In diesem Falle ist die Zahl 
30°— 2 
P 
ganz, denn es ist, wenn 
(16) 83° 2’ — xie=/ßnlist, 


(5) 9 — 











37° 
(17) Z= ne ganz 
DIE: 27 
(18): = — p° ganz. 


Wir unterscheiden 
a) z nicht durch p” teilbar, 
b) z durch p? teilbar. 
a) Ist z nicht durch p? teilbar, so ist z’ nicht durch 
p teilbar, und x’ ist auch nicht durch p teilbar. Die 
Diskriminante der A (16) ist 











ya, . 23 —- 27x? — 
HWA: 27 x° 273\° 
4 (>: 57 BP 9 
p 
oder 
BERATER 








1) PD =-— — 


Da die rechte Seite von (19) nur noch durch p' 
teilbar ist, kann y’? nieht durch p teilbar sein. Also 
geht p auch. nicht in- \. auf.. 


Resultat: Ist x durch p?, z durch p, nicht dkuleh 
p”? teilbar, so ist p nieht in A aufzunehmen. 
- .. Damit istauch der .Fall I. 2.. erledigt, den wir auf 
den soeben behandelten Fall zurückgeführt hatten... 


ar A 


b) Ist z durch p?, x durch au nicht durch p? teilbar, 
sy Ist 
z’ durch p?, 
x’ dureh p, nicht durch p? teilbar. 


Der Koeffizient des linearen Gliedes ist durch p‘’, 
das absolute Glied durch p teilbar. Diesen Fall haben 
wir schon in II. !. behandelt, und es ergibt sich also 
hier auch, dass p einfach in X aufgeht. 

Resultat: Ist x durch p?, z durch p? teibar, so 
ist p einfach in A aufzunehmen. 


Wir erhalten als 


Gesamtresultat für die Primzahl p ) 3. 

Eine von 2 und 3 verschiedene Primzahl p, die in 
y aufgeht, ist nur dann in A und zwar einfach, aufzu- 
nehmen : 

l) wenn p in x einfach aufgeht, 

2) wenn p in x zweifach und in z zweifach aufgeht. 

Wir betrachten jetzt die Spezialfälle, die Prim- 
zahlen 2 und 3. 


4. Die Primzahl 2. 


Wir nehmen an, dass nicht zugleich x durch 8 und 
z durch 4 teilbar sei, denn wäre dies der Fall, so würde 
man setzen 
was. x Ze4 Zn Isa N an 

und würde erhalten die Gleichung - 

9°? —- 3, 9 —uı=0, 
die man dann. statt der ursprünglichen _.. 

3 —z8 —x—=0 


zu untersuchen hätte... 


Aus 
”’d=42°— 27x’ 
ersieht man, dass 2 nur dann in y aufgeht, wenn es in 
x aufgeht. | DD... 
Wir ‘unterscheiden folgende zwei Hauptfälle: 
I. z ist gerade | f 
II. z ist ungerade. 
im Falle I. haben wir folgende Spezialfälle zu 
unterscheiden: 
a) x durch 2 teilbar, nicht durch 4, 
z durch 2° teilbar. | 
8) x durch 4 teilbar, nicht durch 8, 
z durch 2° teilbar. | 
x) x durch 8 teilbar, 
z durch 2 teilbar, nicht durch 4. 
Wir untersuchen den ersten Fall: 
a) x dureh 2 teilbar, nicht durch 4, 
z durch 2° teilbar. 
Aus 
y?.Deuzt 27x? 
ergibt sich, dass y nur durch 2 teilbar sein kann. Die Zahl 
Bad hal. A 


| 2 


o 





kann nur ganz sein, wenn 


— 


a=0, 3=0, YT=0 (mod2 
ist, denn aus 
2S(n)=3a+27z2=0 (mod 2 


Na 


folgt 
a=0 (mod 2). 


“ 


= de 


Da 
9=-7z0+x=0 (mod 2) 





2 } 
ist, und ©° nicht = 0 (mod 2), weil N —)- a keine 


ganze Zahl ist, muss in der Zahl 


y 9a En ih 


9,n7= 5 
B=0 (mod 2) 
sein und folglich auch 
=0 (mod 2) 


2 kann also nicht im Index der Zahl ©, in x, aufgehen, 
es muss A enthalten sein. 


Resultat: Ist x durch 2 teilbar, nicht durch 4, 
z durch 2°, so geht 2 einfach in % auf. 

B) x durch 4 teilbar, nicht durch 8, z durch 2°, 

a A 

wie man aus 

vo=4ar- 27x = 482° 7? 27.42 x? 
sieht, ist in diesem Falle y durch 4 teilbar, nicht durch 8. 

Die Zahl 








Q2 
210 
ist ganz, denn 
ZT 
Shn)= ; Ist ganz, 
RR; AA 
SR E ist ganz, 


X 
Neal 7 ist ganz. 


er 


Die Primzahl 2 geht also mindestens zur ersten 
Potenz in x auf. Da aber y durch 4 teilbar ist, ist zu 
untersuchen, ob x durch 4 teilbar ist oder nur durch 2. Ist 
«a+ß8+709? 

2 , 
so ist en > ER 





eine Basis des Körpers, also wenn 
1=3,0 +3: % + As ® 
d—= 30 +: + 5 9 
N 2; %ı + ds W% + As: W; 
so ist die Diskriminante dieser Basis 


A ı dı a dı3 Br 











(1,8, 7) = A 1. AWO, Me 
As ı Ag Asa 
— x°.\X 
oder 
2 a Is) 5212 
1 6) N 1%, (6) ee ee LT 
ei 2 9’ er 28 
1 e% W — 1,07, r pP : Te ‚e 
E 3 9’ ax 92 
1 9” N” 10 x +B EN 1 } gr 
a 
2 i I) H° 2 2 
SE 1597 027°) >= A Ne’ 
ı 97 om 
Hieraus folgt 
ı = Ar K 
2 
EA 
Arı = > Y 


xı ist nieht dureh 2 teilbar, also ist X durch 2 teilbar. 


Resultat: Ist x durch 4 teilbar, nicht ‘durch 8, 
z durch 23, so geht 2 einfach in X auf. 

x) x durch 8 teilbar, z durch 2, nieht durch 4. 

xm8x Zz = 2a 

Aus 

vide za 1° — 27, 82x? 
folgt, dass y durch 4 teilbar ist. Wir haben hier genau. 
denselben Fall wie 3 und erhalten daher das 


Resultat: Ist x durch 8 teilbar, z durch 2, nicht 
durch 4, so geht 2 einfach in A auf. 


Gesamtresultat für den Fall I: Sind x und z 
serade, so ist 2 einfach in A aufzunehmen. 


II. x gerade, z ungerade. 


Hierbei machen wir folgende Unterscheidungen: 


a) x=0 (mod4), z=1 (mod 4) 
B) x=0 (mod4), z=3 (mod 4) 
Y) x=2 (mod 4), z=1! (mod 4) 
6) x=2 (mod 4), z=3 (mod 4) 


In den Fällen «) und 9) ist die Zahl 











8 + 
nn e 
2 
ganz, denn 
DEE 
Sn = —,; Ist ganz 
| 23 —3xX—Z . 
Se x 7 ist ganz 
BEE RI DRLDIIT DA 
N UiBee 8 „8 8 


ist ganz. 


er I 
Wir untersuchen 
a) x=0 (modd4) z=1 (mod 4) 
z=4ııH+]1 


y2.D=4[642? +48? +12 + 1] — 27x? 
y ist durch 2 teilbar. 


D=1 (mod 4) 
2 geht in x auf. 


Resultat: It x=0 


ie n (mod m 
so geht 2 nicht in A auf. 
xzeE0 
2 2 (mod 4) 


y2. D-42272 — 


[64213 +3.16.3242 43.4.9721 +27] — 27x2 
(ZW 20) 
v ist durch 2 teilbar. Die Zahl 
..a+B8+ 78 





> 


ist nur ganz, wenn «=0 (mod 2) 
‘=0 (mod 2), denn aus 


2S(r) = 3a + 272=0 (mod 2) 
folgt 


«= 0 (mod 2). 
Aus 


| Sr | | 
AS =0 (mod 4) 
3X + ßzZ, a + YZ 


ergibt sich, da x=0, 2=3, a=2 (mod 4) 


Ber Sean 


= 0 (mod 4) 


B=0 (mod 2), 


LE 


oder 
DT ß 
| = 0 (mod 4) 
Z au, 

oder 

4 +87 — B?=0 (mod 4) 

| B=0 (mod 2) 

Da 8° nieht =0 (mod 2) ist, so ist auch 
vz= 0 (mod 2) 


2 geht daher in diesem Falle nicht in K auf. 
Resultat: Ist a eh 


so ist 2 einfach in A aufzunehmen. 
De N ng 9 
x=2x +2 
z=-4aHt1 
NE A 
4[64211° + 481° + 1221 +1] — 27 [16x + 16xı + 4] 
y ist durch 2 teilbar. 
Dd=2 (mod 4) 
Die Zahl 
Re a+ B8 nf n9: 
2 
ist nur ganz, wenn «a=0 (mod 2), B=0 (mod 2), 
ve (Mmod!2))ist 





Aus 
2S(n)=3« + 2720 (mod 2) 
folgt 
«a=0 (mod 2), 


38 


Aus 


sNn)=|,x a+tız B = 0 (mod 8) 
px x t+Pz ar Yz 
ergibt sich, da ' 
a—=2.(mod +4) 
x=2 (mod 4) 
z 1 (mod +4) 


A 2 8 \ | 
; 2% 3 2 3 =( (mod 4) 
| 2B (m yok2h, 2+2% 
oder tn 
1 B ’ Y 
a 2ugı ß =0 (mod 2) 
De Er A are 
oder 
(2 +27) (2 +2) — 278 —2B? +8? — 278 — 287? 


a 2er mol 2). 
Daraus folgt 

B®?=0 (mod 2 

B=0 (mod 2 

und da ©° nicht = 0 (mod 2), auch 

#. ==.0:.mo0.2) 


NZ 


2 geht also in A auf. 


E J [a 5 S x) 
Resultat: Est X \ ee 
En) J 


so zeht 2 einfach in A auf. 


mW 


x=4xı +2; ! 2 = #5 
viel — 
4[4.4.41°+3.3.4.421?+3.8.3.47, + 27] 
— 27 [4.4xı? +4.41xı +4] = 
ze az nn 32 SP 

In diesem Falle ist y mindestens durch 2? teilbar. 
Es kann aber auch noch durch eine höhere Potenz von 2 
teilbar sein, wenn nämlich x} und zı noch durch 2 teil- 
bar sind. In diesem Falle kann man die Kongruenz 
se _7,=0 (mod 2>) 
für ein beliebiges s lösen. Setzt man nun wieder 
n==2@m50+ 08°, 


D—- un +21 8 =0, 





wo 
1 —=2(2 32) 
2 = 8% — 2) +38 (de zd—ıy) 
3 = (2 Wer z) ( - zz), 


Te — zen) eorzEetin- 
y2.D+(882— 2) —372(33°— 2), 
aus der sich ergibt, dass 
23 — 28 —x=0 (mod 2>) 
ist, so ist 
N sul — 262,208 +,982 








29 29 
eine ganze Zahl, und: wie in dem allgemeinem Falle p 
erhält man: durch dieselben Schlüsse wie dort das 


Resultat: Ist x=2 A 

yAlz==; 
“ so ist 2 nicht in A aufzunehmen. Ist also z ungerade, 
so eeht 2 nur in folgenden 2 Fällen in A auf: 


a 


1) wenn werldi 
A 

2) wenn E22) noda 
Zee 1) | 


Gesamtresultat für die Primzahl 2: 
Die Primzahl 2 geht in folgenden Fällen in A auf 
und zwar einfach: 
1) wenn x und z gerade sind, 
2) wenn z ungerade ist, in den beiden Fällen: 


N 


Ms: | mod 4. D=3 (mod 4) 
1=3 

b) “2 | mol 4. D=2 (mod 4) 
Zu 


5. Die Primzahl 3. 


Wir nehmen an, dass in 
93 — 78 —x=0 
nicht zugleich x durch 27 und z durch 9 teilbar sei; 
denn wäre dies der Fall, so würde man setzen 


KERLE 
7 == 971 
= 360 


und erhielte die Gleichung 
9° — u —-—ı=0, 
die man dann statt der ursprünglichen zu untersuchen 
hätte. Aus 
y2.D= 423 — 27x? 
sieht man, dass 3 nur dann in y aufgeht, wenn es in z 
aufgeht. 
Wir unterscheiden die beiden Hauptfälle: 
I. x=0 (mod 3) 
II. xnicht=0 (mod 3) 


#r 


u 


I. «) x sei durch 3 teilbar, nicht durch 9, z sei 
durch 3 teilbar, nicht durch 9. 
x=3X% z=31% 
Dei are AT 27.9.X° 
y ist durch 3 teilbar und 
D ist durch 3 teilbar. 
Die Zahl 
ad + ß er 92 
a 3 
ist nur ganz, wenn 
a=0, $=0, 7=0 (mod 3), 
denn ist 
hrs ine 
ACH 3 





ganz, SO muss 
er ö \ 
Nm) ei) Leg 7 3 
NE a a P 
Wa Re 7 
rational und ganz sein, d.h. 
a 8 
Y\x a+7z 3 — 0 (mod 3) 


Br re bBy arrz 


oder, da 0m] la 
| 
A ER 
o a Bß|=0 (mod 3) 
a wa 


a? = 0 (mod 3) 
“ = 0 (mod 3). 


Da 
9#—z8+x=0 (mod 3) 
und 
8? nieht = 0 (mod 3), 

so muss in | 

a8 +88? + 79° 

B=0 (mod 3) 
sein, also auch 

=0 (mod 3) 


3 kann also nicht in x aufgehen. 
Resultat: Ist x durch 3 teilbar,  z durch 3, SO 
ist 3 einfach in X aufzunehmen. 
3) z sei durch 9 teilbar 
x durch 3. 
2 =9.z x=3xX1 
VD An My 
Od: 9 a7 99 7 
y ist durch 27 teilbar 
D ist nicht durch 3 teilbar. 
Die Zahl 
«a+Bß0+709? 
en 
ist nur ganz, wenn 
a=0, B=0, 7=0 (mod 3) 
ist, denn wie eben, ergibt sich aus N (n), dass 
«a=0 (mod 3) ist, und folglich auch B=0, = 0 (mod 3) 
3 geht also nicht in # auf. 
Resultat: Ist z durch 9 teilbar, X durch 3, % 
ist X durch 3° teilbar. 
y) z sei durch 3 teilbar, 
x durch 9 
z=dmn, x=9Ixj 
D-42427? — 27 .9°%1° 


LE 


A RB 


y ist durch 3 teilbar 
® ist durch 3 teilbar. 





Die Zahl 
Q2 
n=— 
ist ganz, denn 
Ay. 2zZ 
Se 3 
ist rational und ganz, 
ee: 2° — 3X 
Sm) = FI 
ist rational und ganz 
ne: X 
N\n)= 97 


ist rational und ganz. 
Also geht 3 in x auf. | 
Resultat: Ist z durch 3 teilbar, x durch 9, so 
geht 3 nicht in X auf. 
6) x sei durch 9 teilbar und 
z sei durch 9 teilbar 
v2.D=42—972°=4.9,9:94° — 27.9.9x1° 
y ist durch 27 teilbar. 
Die Zahl 
9: 
n= 
ist ganz. 
Wir bilden die Diskriminante der Basis (1, ©, r) 
1 68 a2 I 


Le] 





3 
’ | (7 e)’2 
f m — 

N m VE 
:) 
MW 7] 1772 

1 \®) J 

i oO 

y 
s = >) 
— 12.41-02.12, D 


a 1 re 


\.U= - y 
%ı ist nicht durch 3 teilbar. Also ist % durch. 32 teilbar. 
Resultat: Ist x durch 9 teilbar, z durch 9, so 
seht 3°? in A auf. 
e) x sei durch 27, z durch 3 teilbar. 
x = 27 2 zZ == 371 
v”’.dD-=-42-—2727 =4,3.3, ame Hhar Jereian 
y ist durch 3 teilbar. 
9: 
br 
ist eine ganze Zahl. Also geht 3 in x auf. 
Resultat: Ist x durch 27, z durch 3 teilbar, so 
ist 3 nicht in A aufzunehmen. 


Y 


Gesamtresultat für I. 
Ist x=0 (mod 3), so ist 
1) 3 einfach in * aufzunehmen, wenn x durch 3 
teilbar ist, und z durch 3; 
2) 3 zweifach in A aufzunehmen, wenn z durch 9, 
x durch 3 oder durch 9 teilbar ist. 


Wir kommen zu dem Fall II: 
x nicht = 0 (mod 3) 
Wir unterscheiden: 
a) z=0 (mod 9) 


Der) 
3) x=4+2 ;, mod 9 
3) wu 

bp) z=3 (mod 9) 
1) a 
2) x=+2 | mod 9 
RE 


Fr} 


1S 


ist 


so 


ec) z=6 (mod 9) 


1 ee 
2) x=+2 ) mod 9 
3) x=er4 
ale. Zeh 
mod 9 
Gert 





4.99? = 24.092? 72 27.9 x 27 
y ist durch 3 teilbar. 
9 ist dureh 3 teilbar. 





Die Zahl 
9+9 +1 
WER 
3 
ganz, denn 
Go I RZ 
S(n) = le 


rational und ganz, 





rational und ganz, und 
nl 2gz 
27 





Nin)= 
rational und ganz. 
3 geht also in x auf. 


Resultat: Ist z durch 9 teilbar, x=+1 (mod 9), 
ist A nicht durch 3 teilbar. 


AR 2: = N 
) ; mod 9 


yP?.D=472°—27x° 
=4.9 4° — 27.27 27.2.9x — 27.4 


Zoe 46 Be 


y ist durch 3 teilbar. 
D ist durch 3 teilbar. 


Die Zahl 
a +B0+70° 


= 
3 





ist nur ganz, wenn 
e=0, $B=0, 


Also geht 3 in A auf. 


v=0 (mod 3) 


ist. 
Resultat: Ist.z= 0 
7 \ mod 9, 
xt J 
so geht 3 einfach in A auf. 
a0) zz \ 
mod 9 
s=t4J 
97 x-9xF4 


ya — 27x 
— 4:93 7,3: — 97 ,9°?21°78.9.27xX1:— 27.16 


ist durch 3 teilbar. 





Y 
D ist durch 3 teilbar. 
Da die Zahl 
' «+B308+70° 
de a 
3 


nur ganz ist, wenn «= 0, ßB=0, Y=0 (mod 3) ist, so 


kann 3 nieht in x aufgehen. 
R TS = ( 
esultat. 18192 0 | mod 9 
x 4 
so geht 3 einfach in X auf. 
Gesamtresultat für a: 


It xnichtt=0 \ mod 3 


z = 0 mod 9, 
so geht 3 in A auf, wenn 
x=Hr2 
mod 9 
oder x=t4 | ist. 


b) z=3 (mod 9). 


LE 


In allen diesen Fällen ist y mindestens durch 3° 
teilbar. Es kann aber auch noch durch eine höhere 
Potenz von 3 teilbar sein. Wir untersuchen zuerst den 
Fall, dass y nur durch 3° teilbar ist. 

Nur wenn 


ist die Zahl 





ganz, ohne dass die Koeffizienten einzeln durch 3 teilbar 
sind. Diese Zahl ist 

1298 + 

FR== 3 , 





denn 


ist rational und ganz, 
} ae Re WA Ha 
Ss(n)= a 


9 





ist rational und ganz, 
 . &x+1+z)&Ex+l)+2Z 


27 
ist rational und ganz. 
Bildet man wieder die Diskriminante der Basis (1,0, ) 
1.0 17.0 
1.3972 20785 292 20° 
ne 
a 








AUGE Me) 7 








EST 


so ist R 1 
kr N 


und da xı nicht durch 3 teilbar ist, 1=0 (mod 3). 
Resultat: Ist y durch 9 teilbar, 


A| \ 
mod 9 
x + j) 
so ist 3 einfach in A aufzunehmen. 
In den Fällen 


b) 2. z=3 | 
weht] it 

und b) 3. zehn) 
a > 


ergibt sich durch Ausrechnen der symmetrischen Grund- 
funktionen von S(n), S(n?) und N (n), dass die Zahl 
a+B8+70° 
er 
3 
nur ganz ist, wenn «=0 (mod 3), B=0 (mod 3), 
x=0 (mod 3) ist. 
In diesen beiden Fällen ist also A durch 3° teilbar. 


Resultat; Ist y durch 9 teilbar, 





z=3 (mod 9) 
el 
‚ mod 9, 
oder ET A 


so ist X dureh 3° teilbar. 
Wir untersuchen jetzt den Fall, dass y durch eine 
höhere Potenz als die zweite von 2 teilbar ist. Ist z. B. 
z=3 (mod 9) | 
x=t] (mod 9), 
so setzen wir 
z=9a-3; Re 
a re 
4. +4,99 ı’+4.9z — 27.9 x’ 718.27 X 


F7 


TE 


Sind zı und xı noch durch 3 teilbar, so ist y durch 
3° teilbar, wo = )2. In diesem Falle ist die Kongruenz 
38° —z=0 (mod 35) 

für jedes s )2 lösbar. Setzt man wieder 
n= —2%° +59} 9° 
D-aın +27 — 8-0, 


wo 
En ze 3e') 
A (Ber ger dele gg) 
Bee nee eg nle. onen) 


und wo die Identität besteht 
21 2ER) zähle 
x DdD+B— 2) —- 3288 — 2)’, 
aus der folgt, dass 
2? — z22— x=0 (mod 3°), 
so ist 
ur 
395 
eine ganze Zahl, und 3 geht, wie früher gezeigt worden 
ist, nicht in A auf. 
Gesamtresultat für b: 

Ist z=3 (mod 9), so ist, wenn y durch 9, nicht 
durch 27 teilbar ist, 3 immer in A enthalten und zwar 
einfach, wenn 

x=+2 (mod 9) 
und zweifach, wenn 


IN 


x | 


mod 9 
oder i=+4 
Ist y durch 3° teilbar, wo o ) 2, so geht 3 nicht 
in A auf. 
c.  z=6 (mod 9). 


60 = 


In allen diesen Fällen ist y nur durch 3 teilbar. 
DL | x=+4 (mod 9), | 
so ist die Zahl | 7 


| 
se 3 
ganz, denn 
3 27 
S (N) == 


ist rational und ganz, 
2 +32—3(+x—1]) 
9 114, 





Sn) 
ist rational und ganz, und 


(ER +1 + 2) + x+1l)+2z° 


Nr = 





ist rational und ganz. 
Ist also 
x=+4 (mod 9), 
so geht 3 nicht in A auf. 


In den beiden Fällen 


ist die Zahl 





nur ganz, wenn «=0, ß=0, 7=0 ist. In diesen beiden 
Fällen geht 3 einfach in A auf. 


Gesamtresultat für e: 


Ist 
z=6 (mod 9), 


so geht 3 in A einfach auf, wenn 


wen] 
oder mn» 


mod 9. 


Für die Primzahl 3 ergibt sich als End- 
resultat: 
I. 3 ist in A einfach aufzunehmen 
1. wenn y durch 3 teilbar ist, nicht durch 9, 
in den Fällen 


Re) 

| mod 3 
ZZO 
we 9 uMmOdzg 

oder EN N 

Dez =67 2 
x=t1‘\mod9 
| 


2. wenn y durch 9 teilbar ist, nicht durch 27, 
in den Fällen: | 


| mod 9 
z=#+32ij 


Il. 3 ist ni zweifach aufzunehmen: 
1. wenn y durch 9 teilbar ist, nicht durch 27, 
in den Fällen: | 
a) z=0 (mod 9) 


x=0 (mod 3) 
») = 
9) 2 : \&mod 6 
en 
Y) z=3 


mod 9 
xz=I24), 


2. wenn y durch 27 teilbar ist, nicht durch 81, 
in dem Fall 


| ınod 9. 


Beispiele : 
Wir werden die gewonnenen Resultate noch an 
einigen Beispielen erläutern. 
1. Als erstes Beispiel behandeln wir den Fall, dass 
z = 0 ist, und der Körper durch die Gleichung definiert 
wird ash 
die Diskriminante dieser Gleichung ist 
y’. Den Nele Dr, 
Hier ergeben sich die folgenden einfachen Resultate: 
a) Die Primzahl p ) 3 ist in A enthalten und zwar 
einfach, wenn p in x aufgeht. 
3) Die Primzahl 2 ist in A aufzunehmen, wenn x 
gerade ist. 
x) Die Primzahl 3 geht in A einfach auf, wenn 
Re B 2 
| | mod 9 
oder x=I4 } | 
ist, und die Primzahl 3 geht in A zweifach auf, wenn x 
durch 3 teilbar ist. 
2. Wir untersuchen zweitens das von Woronoj 
behandelte Beispiel: 
0° + 330 —47 = 0 
Yud-4z are ne rn 
== — 20339 1i=r—.83°. 31. 
y ist durch 3° = 3% teilbar. 


BE 


2 


Da s )3 ist, so geht 3 nieht in‘ auf. Also ist die 
Körperdiskriminante 
A—= —31 
Dieses Resultat stimmt mit dem von Woronoj ge- 
fundenen überein. 
3) 8°? — 490 — 196 = 
Wal A 2, 91x; 
— 4.49° — 27. 196° 
a a ne 
un an 
all 
y ist durch 2. 7° teilbar. 
a) Die Primzahl pn = 7. 
z—= 49 ist teilbar durch 7°? 
x = 196 ist teilbar durch 7°. 
Also geht p=7 in X einfach auf. 
ß) Die Primzahl 2. 
EN | 
mod 4 
x=19 =0 } 
2 eeht also nieht in A auf. 
Die Körperdiskriminante ist 
MN IE TORE 
4) 8 —-210+88=0 
y?.8—=-42°— 27x? 
—=4.21°—27.88° 


— 4.27 (7° — 44°) 
—= — 4.27.1598 = — 2?.3°.59 


x ist durch 2. 3° teilbar. 


a) Die Primzahl 2. 
z=21=1 (mod 4) 
x= - 88=0 (mod 4) 
2 geht also nicht in A auf. 
8) Die Primzahl 3. 


Ist y durch 3° teilbar, so geht 3 nur dann in A 
auf, wenn 


ist. Da aber 
ze tercuer \ 
| mod 9, 
x= — 8Snicht=0 | 
so geht 3 in unserem Falle nicht in A auf. Die Körper- 
(liskriminante ist 
A\— — 59, 


Lebenslauf. 


Am 22. Juni 1883 wurde ich, Wanda Braun, als 
die Tochter des jetzigen ÖOberzollinspektors Braun, zu 
Strassburg i. Els. geboren. Ich besuchte die Müry’sche 
höhere Mädchenschule und die städtische höhere Mädchen- 
schule, bestand 1902 die höhere Lehrerinnenprüfung, 
1903 die Turnlehrerinnenprüfung, 1905 das Abiturienten- 
examen am Realgymnasium in Aachen. Seit 1905 studiere 
ich an der Universität Strassburg Mathematik und Natur- 
wissenschaften. Ich hörte Vorlesungen bei den Herren 
Professoren Weber, Reye, Schur, Wellstein, Timerding, 
Epstein, Braun, Cohn, Thiele. Allen meinen Lehrern bin 
ich zu grossem Dank verpflichtet, ganz besonders aber 
meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Heinrich 
Weber, der mich zu dieser Arbeit anregte und mich bei 
Abfassung derselben mit seinem Rat stets bereitwilligst 
unterstützte. Auch an dieser Stelle spreche ich ihm 
meinen tiefgefühlten Dank aus. 
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